TERMINALE SPECIALITE
Méthode de résolution d’une équation différentielle

du premier ordre a coefficients constants et second membre constant

Contexte :

Comme nous l'avons vu, 'application de la loi des mailles & un circuit de charge d’un
condensateur méne a 1'équation suivante pour la tension uc(t) aux bornes d’'un condensateur
initialement déchargé (uc(t = 0) = 0 V) et placé dans un circuit de charge ou se trouve un
générateur de tension E :

dug uell) Bl pxe
dt T T

L’objectif est de trouver 'expression de la fonction uc(t) afin de connaitre I’évolution de
la tension aux bornes du condensateur au cours du temps.

Un peu de vocabulaire :

Cette équation a donc pour inconnue la fonction uc(t), elle fait intervenir la fonction uc(t)

du . . .
elle-méme et sa premiére dérivée d_tc Cela en fait une équation différentielle.

En outre, les coefficients figurant devant la dérivée et devant la fonction ue(t) sont constants

ainsi que le second membre —. On dira alors que ’équation différentielle est & coefficients

-
constants et a second membre constant.

L’équation différentielle ne faisant pas intervenir des puissances de la fonction uc(t), ni de

u
sa dérivée d_tc’ on dit que cette équation différentielle est linéaire.
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Meéthode de résolution :

1. Résoudre I’équation différentielle sans second membre

d d t
Il s’agit de résoudre I’équation différentielle fe + 40 _ ) soit 8¢ = _uc( ) ou encore
p ) dt T dt T
uc
== xuclt
dt T c(t)

La solution générale de cette équation est de la forme |uc(t) = A X e 7 | ot A est une

constante a déterminer plus tard.

2. Trouver une solution particuliére de I’équation différentielle avec second membre

Bien souvent, la solution particuliére ressemble au second membre de I’équation différen-
tielle. Ainsi, dans notre cas, le second membre étant une constante, on peut essayer de
proposer comme solution particuliére de I’équation différentielle avec second membre la
fonction ue(t) = B ou B est une constante.

., auc . . .
Dans ce cas, on aurait — = 0 car la dérivée d'une constante est nulle. L’équation
différentielle devient alors ——= = —, autrement dit, avec notre solution particuliére,
T T
B

— = —. On en déduit que la fonction constante B = E est une solution particuliére de
T T

I’équation différentielle avec second membre.

3. Trouver la forme des solutions de I’équation différentielle

Pour obtenir la solution de I’équation différentielle, il suffit de faire la somme des deux

fonctions précédentes. Ainsi, les solutions sont de la forme |uc(t) = A X e r + B

4. Déterminer la ou les constantes

Les constantes introduites lors de la résolution mathématique indiquent qu’il existe ma-
thématiquement une infinité de fonctions solutions de I’équation différentielle. Toutefois,
une seule fonction correspond a la situation physique réelle étudiée.

On détermine les constantes grace aux conditions aux limites (condition initiale et
condition finale par exemple).

Ici, par exemple, nous devons nous assurer que uc(t = 0) = 0, le condensateur étant
initialement déchargé :

uc(t=0)=Axe 7 +B=A+ B dou le fait que A+ B=0, soit A= —B=—F

5. Donner la solution de I’équation différentielle

Pour conclure, on a démontré que la tension aux bornes du condensateur est une fonction

du temps telle que : uc(t) = —E x e+ + E soit |uc(t) = E x (1 — €_£>
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